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Introducciéon

Estas son las notas de clase del cursillo del mismo nombre dictado durante la Segunda Escuela de
Verano de Matematicas en la Universidad Sergio Arboleda, en la magnifica ciudad de Bogota, Colombia.
La transcripcion de estas notas ha sido el trabajo de Bibiana Patino y Paola Lizarralde, para con quienes
el autor estd muy agradecido.

El principal propésito de estas notas es el proveer una introduccién cuidadosa a algunos aspectos
fundamentales de la l6gica continua para estructuras métricas. En particular, durante el cursillo el autor
tomé la decisién de prestar énfasis al tema de la axiomatizibilidad de clases de estructuras métricas.

Hay un resultado profundo de la légica de primer orden que subyace al desarrollo de muchas de
las ideas fundamentales de la logica continua. Dicho resultado, el llamado Teorema de Keisler-Shelah,
establece que una clase de estructuras es axiomatizable si y sélo si es cerrada bajo isomorfismos, ul-
traproductos y ultrarraices. El mismo enunciado resulta ser verdad en el caso de la légica continua,
pero las nociones de isomorfismo, ultraproducto y ultrarraiz cambian sutilmente de significado, para
ser adaptadas de manera adecuada al caracter no discreto de las estructuras a las que se las aplica. La
demostracion del Teorema de Keisler-Shelah en el contexto de la logica continua aparece por primera
vez en el tratado de Ward Henson y José Iovino [4].

En el curso de estas notas, el lector podra constatar que proveer de una lista exhaustiva de axiomas
para una clase particular de estructuras métricas puede resultar un tanto més complicado de lo que
suele ser el caso con clases elementales de primer orden. De hecho, el texto concluye con un ejemplo
de una clase de estructuras métricas—a saber, los espacios de Nakano con rango esencial fijo—cuya
axiomatizibilidad en la logica continua fue por primera vez establecida utilizando el criterio de Keisler-
Shelah arriba mencionado. La demostracion de la axiomatizabilidad de dicha clase esta fuera del alcance
de estas notas, y al lector interesado se le remite a [5] y a [1]. El lector versado en anélisis funcional
harfa bien en leer también [6].

Si bien ésta es una invitacién detallada a la légica continua, el contenido de estas notas es sumamente
incompleto. La esperanza del autor es que los lectores interesados se valgan de los detalles de este cursillo
para proceder a la lectura dedicada y cuidadosa de la introduccion definitiva a la logica continua, el
tratado de Ben Yaacov, Berenstein, Henson y Usvyatsov [2].

1. Preliminares

Asumimos que el lector estd familiarizado con los fundamentos de los espacios métricos.

Si (M, d) es un espacio métrico, decimos que (M, d) es acotado si existe B € R tal que d(z,y) < B
para todo z,y € M. El didmetro de (M,d) es el minimo B que cumple la condicién anterior.

Pese a que las aplicaciones méas interesantes de la logica continua para estructuras métricas tienen
lugar en el contexto de espacios métricos no acotados, es conveniente desarrollar dicha légica con la
restriccion de que todos los espacios métricos a considerarse son acotados. Mas adelante ilustraremos
por qué dicha restriccién no nos impide estudiar estructuras métricas no acotadas.

Un mddulo de continuidad uniforme es simplemente una funcion A : (0,1] — (0,1]. Si (M,d) y
(Mo, dy) son espacios métricos y f : M — My es una funcién arbitraria, decimos que A : (0, 1] — (0, 1]
es un mddulo de continuidad uniforme para f si para todo € € (0, 1] y para todo x,y € M tenemos que

d(z,y) < Ale) = do(f(z), f(y)) <€ (CU)



Noétese que f es uniformemente continua si y sélo si tiene un moédulo de continuidad uniforme.

Ejercicio 1.1. Sean M y M’ espacios métricos, y sea f : M — M’ una funcion uniformemente continua
con mddulo de continuidad uniforme A. Si (CU) es vdlida para un subconjunto de pares (z,y) denso en
M x M, entonces (CU) es vdlida para todo (z,y) € M x M.

Ejercicio 1.2. Sean M y M’ espacios métricos, y sean M y M’ las compleciones de M y M’, respecti-
vamente. Si f : M — M’ es una funcion uniformemente continua con mdédulo de continuidad uniforme
A, entonces existe una tunica extension f : M — M’ de f que es continua. Mds ain, dicha extension es
uniformemente continua, y A es un modulo de continuidad uniforme para dicha extension.

Nota. Sean (M;,d;) espacios métricos para i = 1,...,n, y sea M = M; X ... X M,. M estard siem-
pre dotado de la métrica del maximo, definida para = = (z1,....,2,), ¥ = (Y1, .., Yn) por d(z,y) =
maz{d;(z;,y;)|i = 1,...,n}.

Proposicién 1.3. Sean M, M’ M" espacios métricos (con métricas d,d’,d", respectivamente) y sean

f:M—Myf M — M funciones uniformemente continuas. Supdngase que A es un mddulo de

continuidad uniforme para f y A" es un mddulo de continuidad uniforme para f'. Entonces la composi-

cion f'o f de f con f' es uniformemente continua, con mddulo de continuidad uniforme A(rA’) para
€ (0,1) arbitrario.

Demostracion. Sean x,y € M. Entonces d(z,y) < A(rA’(e)) implica que
d'(f(z), f(y)) < rA(e) < Alle),
y desde luego ello a su vez implica que d"(f'(f(x)), f'(f(y))) < e. O

Definicién 1.4. Sean (M,d) y (M’',d’) espacios métricos, y sean f, f, : M — M’. Decimos que (f, |
n > 1) converge uniformemente a f, y lo abreviamos f, — f en M si

Ve>0 IN >0 VYn>N Ve e M (d(fu(z), f(z)) <e.

Proposicién 1.5. Sean (M,d) y (M’,d’) espacios métricos y f, fn : M — M’ como arriba descritas,
y supdngase que f, — f. Si f, es uniformemente continua para cada n > 1, entonces f también es
uniformemente continua.

Demostracion. Sea N : (0,1] — N definida de forma que;
Ve >0 Vn> N(e) Ve € M (d'(fa, f(z)) <e)
)

Para € > 0, definase A : (0,1] — (0, 1] por medio de A(e) = A,(5), donde n = N(3) +1
Sean z,y € M. Si d(z,y) < A(e), entonces d'(f(x), f(y)) < d(F(x), fule) + d'(ala). fuly)) +
d(f(y), fa(y)) <€ =

Definicién 1.6. Sean (M,d) y (M’,d’) espacios métricos y f : M x M’ — R una funcién acotada.
Definimos nuevas funciones sup,, f e inf, f funciones en R con dominio M de la siguiente manera:

(St;p [(x) =sup{f(z,y):y € M'}

(inf f)(@) = mf{f(z,y) : y € M'}
para todo x € M.



Proposicién 1.7. Sean M y M’ espacios métricos y f : M x M’ — R una funcion acotada y uni-
formemente continua, sea A un mddulo de continuidad uniforme para f. Entonces sup, [ e inf, f son
funciones acotadas y uniformemente continuas en R con dominio M y A es un maodulo de continuidad
uniforme para estas funciones.

Demostracion. Sea € > 0, y sean u,v € M tales que d(u,v) < A(e). Entonces para todo z € M’
fv,2) < fu,z) + €< (sup f)(u) + €.
Tomando el supremo sobre z € M’ en f(u, z) + € se obtiene que
(sup f)(v) < (sup f)(u) +e
Intercambiando v y v en el argumento anterior, tenemos que

I(Sgpf)(U) - (Stzlp H)] <e

De manera analoga se obtiene el resultado para el inf, f. O]

Definicién 1.8. Sean (M, d) un espacio métrico, S un conjunto indice no vacio equipado con la métrica
discreta y f: M x S — R una funcién acotada tal que f(z,s) = fs(x), donde f; : M — R. Definimos
nuevas funciones sup, fs e inf, fs de M a R de manera que

(sup fo)(z) = sup{f(z,s) : s € 5}

(inf f,)(x) = nf{f(z,s) : s € S}
para todo x € M.

Proposicién 1.9. Sea S un conjunto indice no vacio. Sea M un espacio métrico y fs: M — [0, 1] una
funcion uniformemente continua para cada s € S. Sea A un modulo de continuidad uniforme para toda
fsys € S. Entonces sup, fs e infg fs son uniformemente continuas de M a [0,1] y A es un médulo de
continuidad uniforme para ambas.

Demostracion. Consideremos a S como un espacio métrico dotado con la métrica discretay f: M xS —
R definida de la siguiente manera: f(z,s) = fs(z). Seae > 0y u,v € M tal que d(u,v) < A(e). Entonces
para todo s € S ocurre lo siguiente:

f(v,s) < flu,s) +e.

Esta tltima desigualdad se puede reescribir de la siguiente manera

fs(v) < fs(u) + e

Tomando el supremo sobre s € S tenemos que
(sup fi)(v) < (sup fS)(u) +e
S S
Luego, intercambiando u y v en el argumento anterior, tenemos que

|(sup fo)(u) = (sup fo)(v)] < e.

El caso del inf; f; es semejante. O]



Definicién 1.10. Decimos que (My, dy) es un espacio pseudométrico si M es un conjunto no vacio y
dy : My x My — R es una pseudométrica, es decir:

(i) do(x,y) = do(y,z) 2 0
(ii) do(z,x) =0
(iii) do(z,z) < do(x,y) + do(y, 2) ; para todo x,y,z € Mj.

Definicién 1.11. Sea (M, dy) un espacio pseudométrico. Podemos definir una relacion de equivalencia
~ de la siguiente manera: x ~ y < do(x,y) = 0. De la desigualdad triangular se sigue que do(x,y) =
do(z',y') siempre que x ~ 2’ y y ~ 3. Sea M = My/ ~ y seam : My — M la funcién cociente
que asigna a z € M su clase de equivalencia 7(z) € M. Definase d : M x M — R de manera que
d(m(x),m(y)) = do(x,y) para todo x,y € My. Entonces (M, d) es un espacio métrico al que llamamos el
espacio métrico inducido por (Mo, dp).

Definicién 1.12. Sean (M, dy) y (M, dj)) espacios pseudométricos con espacios cociente (M, d), (M', d)
y funciones cociente 7w y 7', respectivamente, y sea fo : My — My. Decimos que fo es uniformemente
continua con médulo de continuidad uniforme A si

do(z,y) < Ale) = dy(fo(2), foly)) < €
para todo z,y € M y todo € € (0,1].

Proposicién 1.13. Sean (My,do) y (M}, d;) espacios pseudométricos con espacios cociente (M, d) y
(M',d'), y funciones cociente w y 7', respectivamente, y sea fo : My — My uniformemente continua con
mddulo de continuidad uniforme A. Definimos f : M — M’ de manera que f(m(x)) = 7'(fo(x)) para
todo x € My. Entonces f es uniformemente continua con méodulo de continuidad uniforme A.

Demostracion. Sea A un médulo de continuidad uniforme para fo. Como d(mw(x),7(y)) = do(z,y) <
A(e), tenemos que

d'(f(m(2), f(7(y)) = d' (7' (fo()), 7' (fo(y))) = do(fo(x), fo(y)) <.

Asi, f es uniformemente continua con médulo de continuidad uniforme A. m

2. Estructuras métricas

Definicién 2.1. Sean (M, d) un espacio métrico acotado y completo. Entonces
(a) Una relacion en M es una funcién uniformemente continua R : M™ — [0, N| (para algin N > 1).

(b) Una operacion (o funcion) en M es una funcién f : M™ — M uniformemente continua (para
algin n > 1).

En ambos casos, la aridad de la funcion y de la relaciéon es n.



Definicién 2.2. Sea (M, d) un espacio métrico acotado y completo. Una estructura métrica 9 basada
en (M, d) consiste en una familia (R; | i € I) de relaciones en M, una familia (f; | j € J) de operaciones
en M y una familia (¢; | k € K) de elementos distinguidos en M. A una estructura métrica se la denota

por

M= (M,R;, fi,cn | i €1, € J k€ K).

Ejemplos. 1. Un espacio métrico (M, d) acotado y completo sin estructura adicional.

2.

3.

Una estructura 9 en el sentido usual de la logica de primer orden, dotando al dominio de 9t con
la métrica discreta.

Sea (M, d) un espacio métrico completo no acotado con un elemento distinguido a € M. Entonces
podemos ver a (M,d) como una estructura multisurtida (polisurtida) con indice de suertes N,
donde la n-ésima suerte es B,,(a) := {x € M | d(z,a) < n}. Las funciones inclusion I,,,, : B,, — B,
(m < n) deben ser funciones en 9, con el fin de mantener en orden estas suertes.

Sea (£2,%, 1) un espacio de probabilidad . Definimos una relacién de equivalencia ~ en ¥ de la
siguiente manera

A~ Bsiysolosi u(AA B) =0.

Sea M =X ~yd: Mx M — R definida como d(z,y) = pu(xAy) donde tenemos una operacién
unaria ¢, dos operaciones binarias U y N, y dos elementos distinguidos 0 y 1, donde 0 = [()],

1 =[Q]..

Lenguaje para estructuras métricas

Definicién 3.1. A cada estructura métrica 91 le asociamos un lenguaje L que consiste en:

(i)

(i)

Un sfmbolo de funcién f y un entero a(f), para cada funcién f™; a cada f™ se le asocia un
médulo de continuidad uniforme A[f].

Un sfmbolo de relacién P y un entero a(P) para cada funcién P™; a cada P™ asociamos un
intervalo cerrado y acotado /p C R y un médulo de continuidad uniforme A[P].

Un simbolo de constante ¢, para cada elemento distinguido a en 9.
Un nimero D; que acota al didmetro de 1.

Un simbolo d que denota a la métrica asociada a 9.

Si éste es el caso, decimos que M es una L-estructura.

Convencién: D;=1, Ip=[0,1].

Definicién 3.2. Sean (M,d™) =9 y (N,d”) = 9 dos estructuras métricas en un lenguaje comtin L.
Una inmersion T : M—N es una isometria que satisface

(i)
(i)

P(T(ay,...,T(an))) = T(fM(ay, ..., a,));

™ =T(c™);



(iii) P™(T(ay,...,T(a,))) = P™(ay, ..., a,)
para todo simbolo de n-ario de funcion f, de relacién P,y de constante ¢, para todo todo aq, ...,a, € M.

Definicién 3.3. Un isomorfismo es una inmersion sobreyectiva entre dos L-estructuras métricas. Fs-
cribimos 91 = I para expresar que existe un isomorfismo entre MM y N. Un automorfismo de una
estructura métrica 9 es un isomorfismo entre M y N.

Definicién 3.4. Sea 91 una L-estructura métrica. Si existe una inmersién de 99t a N, entonces 9N es
una subestructura de N, y la escribimos 9T C 1.

4. Formulas y sus interpretaciones

Sea L un lenguaje fijo para estructuras métricas, con D; =1 e Ip = [0, 1] para todo simbolo de relacién
P en L. Los simbolos légicos de L consisten en

1. El simbolo distinguido d, que formalmente equivale a un simbolo de relacién binaria.
2. Vi, un conjunto infinito de variables.
3. Conectivos n-arios. Un conectivo n-ario se define como una funcién continua de [0, 1]" — [0,1].
4. Dos cuantificadores sup e inf.
Los simbolos no légicos de L consisten en
1. Los simbolos de constante en L.
2. Los simbolos de funcién en L.
3. Los simbolos de relacién en L.
Definicién 4.1. Dado un lenguage L, se define el conjunto de los L-términos de forma inductiva:
(i) Una variable v; es un L-término.
(ii) Una constante ¢; es un L-término.
(iii) Si f es un simbolo de operacién n-ario y ti, ..., t, son L-términos, f(ty,...,t,) es un L-término.

Definicién 4.2. Dado un lenguaje L se define el conjunto de L-formulas inductivamente de la siguiente
manera:

(i) Sity y ta son L-términos, la expresion d(ty,t2) es una L-férmula.

(ii) Sity,...,t, son L-términos y P un simbolo de relacién de aridad n, la expresion P(ty, ..., t,) es una
L-férmula.

(iii) Siw:[0,1]™ — [0, 1] es un conectivo n-ario y @1, ..., ¢, son L-férmulas , la expresion u(p1, ..., ¢n)
es una L-férmula.



(iv) Si ¢ es una L-férmula y x € V7, las expresiones sup, ¢ e inf, ¢ son L-férmulas.

Notacidén. La notacién t(xq, ..., z,) indica que las variables con ocurrencias libres en ¢ estan contenidas
en el conjunto {zy, ..., x,}. De igual manera ocurre con la notacién ¢(xy, ..., z,).

Definicién 4.3. Dado un lenguage L, se define el conjunto de los L-términos de forma inductiva:
(i) Una variable v; es un L-término.
(ii) Una constante ¢; es un L-término.
(iii) Si f es un simbolo de operacién n-ario y ti, ..., t, son L-términos, f(¢y,...,t,) es un L-término.

Definicién 4.4. Dado un lenguaje L se define el conjunto de L-formulas inductivamente de la siguiente
manera:

(i) Sity y to son L-términos, la expresion d(ty,t2) es una L-férmula.

(ii) Sity,...,t, son L-términos y P un simbolo de relacién de aridad n, la expresién P(ty, ..., t,) es una
L-férmula.

(iii) Siw:[0,1]™ — [0, 1] es un conectivo n-ario y ¢1, ..., ¢, son L-férmulas , la expresion u(p1, ..., ¢n)
es una L-férmula.

(iv) Si ¢ es una L-férmula y x € V7, las expresiones sup, ¢ e inf, ¢ son L-féormulas.

5. Pre-estructuras

Definicién 5.1. Sea (M, dp) un espacio pseudométrico con didmetro < Dy. Una pre-estructura en L
consiste en lo siguiente:

(i) Para cada sfmbolo de relacién P n-ario de L, una funcién P™ : M@ — Ip tal que Ap es un médulo
de continuidad uniforme para P™.

(ii) Para cada simbolo de funcién f n-ario de L, una funcién f™: My — Ip tal que A; es un médulo
de continuidad uniforme para ™.

(iii) Para cada sfmbolo de constante ¢ de L, un elemento ¢™ € M.

Definicién 5.2. Dada una L-pre-estructura My podemos formar su pre-estructura cociente 9 de la
siguiente manera: Sea (M, d) el espacio métrico cociente asociado a (My,dy) y sea m : My — M la
funcién cociente. Entonces

(i) Para cada sfmbolo de relacién P n-ario de L, P™(n(zy),...,m(x,)) = P™ (x4,...,7,) para cada
Ty, Ty € M.

(ii) Para cada simbolo de funcién f n-ario de L, f™(w(x1),...,m(z,)) = 7(f™ (21, ...,z,)) para cada
Ty, Ty € M.

(iii) Para cada sfmbolo de constante ¢ de L, ¢™ = m(c™).



Proposicién 5.3. Sean Ap y Ay mddulos de continuidad uniforme para P™ y f™ respectivamente,
entonces Ap y Ay son mddulos de continuidad uniforme para P™ y f™.

Demostracion. Ap es un médulo de continuidad uniforme para P™: Sea ¢ € (0, 1]. Como
d(m (i), 7(yi)) = do(xi, y:)

para todo ¢ = 1, ...,n, tenemos que

d((m (1), oy w(2n)); (T (Y1), s T(Yn))) = do((@1, s 2n), (Y1, -, Yn)) < Ap(e).

Luego, como Ap es un médulo de continuidad uniforme para P™% entonces
| P (7(21), ..., m(20)) — P (m(1), ooy m(y))| = [PT° (21, oy ) — PP (g1, oy yn)| < €
Asi, Ap es un médulo de continuidad uniforme para P™.
A; es un médulo de continuidad uniforme para f™: Sea ¢ € (0, 1]. Como
d(m(x:), w(y:)) = do(i, yi)

para todo 7 = 1, ..., n, entonces

d((ﬂ—(‘rl)v ...,W(In)), (W(y1)> ooy W(yn))) = dO((xb ooy xn)’ (y17 ey yn)) < Af(e)'

Luego, como A es un médulo de continuidad uniforme para f™, entonces

d(f™ (7 (1), ooy (@), PTG, o T (Yn))) = Al (7 (s 20)), T (ST (1))

= dO(fzmo (xla -'-7xn)7 fzmo (y17 7y”>>
<e

Asi, Ay es un médulo de continuidad uniforme para ™.

Nota. Nétese que PP, 7 ™ estéan bien definidas.

Finalmente, producimos una L-estructura 91 al completar a 9. Dicha L-estructura esta basada en
la complecién (N, d) de (M, d) y la estructura adicional se define de la manera natural:

(i) P™: N™ — Ip es la tnica funcién continua que extiende a P™: M™ — Ip.
(i) f7: N™ — N es la tnica funcién continua que extiende a f™ : M™ — M.

(iii) M= M

10



6. Semantica

Definicién 6.1. Sea 9%, una L-pre-estructura basada en un espacio pseudométrico (My,dy), y sea
A C M,. Extendemos L a un nuevo lenguaje L(A) al anadirle un nuevo simbolo de constante c¢(a) para
cada a € A. La interpretacion de c¢(a) en My serd simplemente a.

Definicién 6.2. Sea 9t una L-estructura. Dado un L(M)-término ¢t = t(xy, ..., x,), definimos la inter-
pretacion de t en M, denotada t™, inductivamente de la siguiente manera:

(i) Sit(xy,...,2,) = c entonces t™ : M™ — M esté definido por t7(zy, ..., 1,,) = ™.
(ii) Si ¢(x1,...,x,) = x; entonces t™ : M™ — M estd definido por t™(z1, ..., z,) = z;.
(iii) Si (21, ....,2n) = f(t1, ..., tm), entonces ™ : M™ — M estd definido por

P (wy, o n) = AT (@, oy )y oy o (1 o, ).

Definicién 6.3. Para cada L(M)-sentencia o, definimos el valor de o en 9 inductivamente de la
siguiente manera:

(i) (d(tr,t2))™ = d™ (7, 13").

(i) (P(ty,....tn)) " = PP ¢,

(iv) (sup, ¢(x))™ = sup{p(a)™ | a € M} C [0,1]
(v) (inf, o(2))™ = inf{p(a)™ |a € M} C [0,1]

Definicién 6.4. Dada una férmula ¢(zy, ..., x,) en L(M). Definimos ¢™ : M™ — [0, 1] de la siguiente
manera:

(
(
(iii) (w(or, . 00))™ = u(o", ..., o), donde w : [0,1] — [0, 1] es continua.
(
(

May,...,an) = (play, ..., a,))™ = (¢(c(ay), ..., c(an)))™.

Teorema 6.5. Para cada L-término t(xy, ..., x,) y cada L-formula o(x1, ..., x,), hay funciones Ay, A,
(0,1] — (0,1] tales que

2

d((a, ..., an), (df, ..., a))) < Ay = d(t™(ay, ..., a,), ™ (d}, .. ay)) <e

d((a, ..., an), (), ...,a)) < A, = d(@™(ay, ..., an), " (a), ..., al,)) < €
Demostracion. Por induccion sobre los términos:
» Sit(xq,...,x,) = x; definimos A,(e) = € luego:
d((a1,...,ay), (a}, ...;al)) < Aye) = d(z;,2}) <€

= d(t™(a}, ...,a.),t™(d}, ...,a.)) < e

Y n f—
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» t(z1,...,z,) = ¢ definimos A;(€) = 1 luego:

d((a1,...,a,), (d),...;a.)) < Ay(e) = 1= d(c™, ™) < e
= d(t™(d},...,ad.),t™(d],...,a.)) < e

Y n —

» Sit = f(ts,....,tm) y sean Ay, Ay, ..., A, mobdulos de continuidad uniforme para f, ¢y, ..., ¢, re-
spectivamente.

Sear € (0,1) y Ay(e) := 11<ni<n Ay, (rAg(e)).

d((ay, ..., a,), (d),...,a.)) < Ae) = d(t™(ay, ..., a,), 7 (d), ..., dl,)) < rAr(e) < Ag(e)
= d(fP(t g, ..., an), ... N ay, . ay)), [ A, L), A, dl))) < €

n
La segunda parte la probamos por induccion sobre las formulas:

» Supongamos que (7, ..., T,) = d(t1,t3). Sean Ay, Ay, v Ay, médulos de continuidad uniforme
para d, t{,t, respectivamente.
Sear € (0,1) y Ay(e) := i A, (rAqg(e)).

d((a, ., an), (a3, .., a3)) < Ag(e) = d(tP (a1, .. an), 87 (al, s ar,)) < 1Au(€) < Agle)
:>| dm(til)n(ala'“a n>7t£2m(a17'”7an)) _dsm(tilm(allw'wa;)?tgn(a/lw ¥ n)) ‘< €

» Supongamos que @(xy,...,x,) = P(t1,...,t,). Sean Ap, Ay, ..., A, mbdulos de continuidad uni-

m

forme para P, ti,...,t,, respectivamente. Sea r € (0,1) y A,(€) := 1r<m'<n Ay, (rAg(€)). Si

d((ay, ..., an), (@}, ...,a,)) < Ay(e),

entonces

At (ar, - an), 17(ay, - a,)) < 7AG(€) < Agle),
para todo 7 =1, ..., m.

Como Ap(e) es un médulo de continuidad uniforme para P, entonces

|d™ (T ay, . an), 13 an, ...y an)) — A7), .. al), 20 (d), . al)| < e

» Supongamos que (1, ..., x,) = u(0oq, ...,0,) donde u : [0,1] — [0, 1] es uniformemente continua.
Por hipdtesis de induccion, a cada o; con ¢ = 1,...,m se le asocia un moédulo de continuidad
uniforme A,,. Sean r € (0,1) y Ay(e) := min A, (rAy(e)). Si

d((ay, ..., an), (@, ...;a})) < Ay(e)

12



entonces,
0™ (ay, ..., an) — a7 (), ..., al,)| < rAu(€) < Ay(e).

i
Luego, como u es uniformemente continua tenemos que
m

(o™ (ay, ..., an), s 0 ay, ..., an)) — (o (d), ...,d.), ..., o4 d], ...,a.))| <.

n m Y

» Supongamos que ¢(x1,...,2,) = sup, o(z). Por hipétesis de induccién, para ¢ hay una funcién
A, 2 [0,1] — [0,1] tal que si

d((a, ..., an), (af, ..., a))) < Ay(e),

entonces,

™ May, . ay) [S e

| o™ (ay,...,a,) — 0 a) <

m

Por la proposicién 1.4, sabemos que el modulo de continuidad uniforme para o~ es el mismo que

para (sup, o(z))™. Sea A,(e) = A,(¢). Entonces

|sup{0m(a1,...,an) | (a1,...,a,) € M"} — sup{agm(all,. a)l(ay,....,a) e M} |<e

» El caso ¢(x1,...,x,) = inf, o(x) es anédlogo al anterior.
L

Definicién 6.6. Sean ¢(x1,...,x,) vy ¥(z1, ..., z,) L-féormulas. Decimos que son [dgicamente equivalentes
si

¥

para toda L-estructura 91 y para todo aq,...,a, € M. Podemos extender esta definicion de la
siguiente manera:

Em(al, ey Q) = wm(al, ey Q)

d(p, ) == sup{| o™ (a1, ..., an) — Y™ (ay, ...,a,) | M es una L-estructura y ay, ..., a, € M}.

Esto define una pseudométrica en la colecciéon de L-férmulas con variables libres entre x4, ..., z,.
Entonces dos férmulas son equivalentes si y sélo si d(¢, 1) = 0.

Definicién 6.7. Una L-condicion E es una expresion del tipo ¢ = 0 donde ¢ es una L-férmula. Decimos
que F es cerrada si ¢ es una L-sentencia. Si xy, ..., z, son variables distintas, escribimos E(z1, ..., x,)
para indicar que las variables libres de F se encuentran entre z, ..., z,. Si E es una L(M)-condicién de
la forma (21, ...,2,) =0y ay,...,a, € M decimos que E es verdad para ay, ..., a, si (ay,...,a,) =0y
lo denotamos por M F Elay, ..., a,].

Definicién 6.8. Decimos que E; y FEs son ldgicamente equivalentes si MM & Ejlay, ..., a,) siy sélo si
M E Eslay, ..., a,) para todo ay, ..., a, € M.
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Notacién. ¢ = 1 significa | ¢ — ¢ |= 0.
Observacién. 1. La funcién w : [0,1]> — [0, 1] definida por wu(ty,t3) =| t; — 5 | es un conectivo.

2. Para cada r € [0, 1], r se puede ver como un conectivo y las expresiones de la forma ¢ = r son
condiciones para cualquier L-féormula .

Afirmacion. La interpretacion de la condicion ¢ = 1) es seméanticamente correcta.

Demostracion. Demostracion Para toda estructura MM y aq, ..., a, € M tenemos lo siguiente:

‘90_2/1|:0<:>|90_¢ ’m(alw"aan)zo
& | cpm(al, ey Q) — wm(al, nly) |=0
& May, ..., an) = V™ (ay, ..., ay).

Definicién 6.9. Sea — : [0, 1]? — [0, 1] definida de la siguiente manera:

t1 —ty, sity >t

ti—ty = —(t1,t2) = max(t; — t9,0) =
1 2 (1 2) (1 2) {O, Sit1§t2

Observaciones. 1. ¢ < y 1) > ¢ son abreviaciones de la condicién ¢—1 = 0

2. La condicién ¢ < 1) puede ser vista como una coleccién de implicaciones: ¢ < r = ¢ < r para
r e [0,1]

7. Conceptos de teoria de modelos

Definicién 7.1. Una teoria en un lenguaje L es un conjunto de L-condiciones cerradas. Si 1" es una
teoria en L y 9 es una L-estructura, decimos que 9 es un modelo de T' y escribimos M E T si M E E
para toda E en T. Modr(T) :=={M:ME, T}, Thy (M) :={E : ME, E}

Definicién 7.2. Si T es una teoria de la forma T = Thy(9) para alguna L-estructura 9% entonces
decimos que T" es completa.

Definicién 7.3. Si T' es una L-teoria y E es una condicion cerrada en L, entonces decimos que E es
una consecuencia logica de Ty escribimos T'F E si 9 F E para todo M E T

Definicién 7.4. Sean 9, N L-estructuras:

m:

(i) Se dice que M es elementalmente equivalente a N (M =N) si o o™ para toda L-sentencia

(siy sélo si Th(9M) = Th(N)).
(il) Si 9 C Ny para toda L-féormula p(zy, ..., x,), para todo ay, ...,as € M,

gpm(al, Q) = gpm(al, ey Uy),

entonces decimos que 9 es una subestructura elemental de N y que N es una extension natural
de 9.
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(iii) Una funcién F' de un subconjunto de M a N es una funcion elemental si

™ (ay,...,an) = @ (F(ay), ..., F(ay)),
para toda L-férmula ¢(xq,...,x,) y para todo ay, ..., a, € dom(F).
(iv) Una inmersion elemental de 9T a M es una funcién elemental de M a DN con dominio M.
Observaciones. 1. Toda funcién elemental preserva distancias.
2. La coleccion de funciones elementales es cerrada bajo composicién y formacion de inversos.

3. Todo isomorfismo es una inmersion elemental.

Definicién 7.5. Sea S un conjunto de L-férmulas, decimos que S es denso con respecto a la distancia
ldgica si satisface la siguiente propiedad: Para toda L-férmula ¢(zq,...,x,) y para todo >0, existe
Y(xy,...,x,) en S tal que para cualquier L-estructura 9t y cualesquiera (aq, ...,a,) € M se tiene que

|<pm(a1, ey Q) — wm(al, anap) |[< €

La siguiente proposicién es el andlogo del criterio de Tarski-Vaught para inmersiones elementales.
La demostracion es una adaptacion rutinaria de la demostracién clasica de dicho criterio.

Proposicién 7.6 (Tarski-Vaught). Sea S un conjunto de L-férmulas denso con respecto a la distancia
logica. Sean MM y N L-estructuras, con IMCTN. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. M=N
2. Para cada L-formula ¢(x,...,x,) en S y para todo ay, ...,a, € M se tiene lo siguiente:

mf{p™(ay, ...,an,b) | b € N} = inf{o™(ay, ...,an,c) | c € N}

8. Ultraproductos para estructuras métricas

Definicién 8.1. Sea X un espacio topoldgicoy (z; | i € I) C X. Seald C P(I) un ultrafiltro. Escribimos

limz;, =2

iU
y decimos que z es el U-limite de (X; | i € I) si para toda vecindad abierta V dez, {i € I | z; € V} € U.

Lema 8.2. Sea X espacio topoldgico. Entonces X es Hausdorf y compacto si y solo si para todo (x; |
i € I) y para todo ultrafiltro U en I, el U-limite de (z; | i € I) existe y es unico.

Definicién 8.3. Sea {M;,d; | i € I} una coleccién de espacios métricos con didmetro menor que k,
para algin k fijo. Sea U un ultrafiltro en I, definimos d de la siguiente manera:

d: HMZ-XHMZ-—>[O,I€]

el i€l

(z,y) —d(z,y) = hgl di(z(1),y(i))
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Luego podemos identificar dos sucesiones

z ~vy y <= limd(x(2),y(i)) = 0

Sea M = [[,c; M;/ ~vu. Entonces la psudométrica d induce una métrica en M, a la que denotamos d.

El espacio métrico (M,d) asi definido es el U-ultraproducto de (M;,d; | i € I)y Cuando todo
(M;,d;) = (M,d) para algin (M,d), entonces ((M;,d;) | i € I)y := (M, d)y es una ultrapotencia de
espacios métricos.

9. Ultraproductos de funciones

Proposicién 9.1. Sean (M;,d; |i € I) y (M],d,|i € I) familias de espacios métricos uniformemente

1) 7

acotados. Sea (f; | i € I) una familia de funciones n-arias con f; : M* — M, uniformemente continua
con modulo de continuidad uniforme A para todo i € I. Sea U wun ultrafiltro sobre I. La funcion

A’ . .

definida de la siguiente manera:
(fUJ (2" 11 € Doy (@ |1 € Do) = (fila]” )
i,U U

Esto define una funcion uniformemente continua con modulo de continuidad uniforme A.
Demostracion. Supdngase que
d(((@V i€ Dy, @ i€ Do), (07 i€ Doy (07 i € D)) < Ale).

Entonces para todo j € {1,...,n},d((z} | i € Iy, (y) | i € I)iy) < A(e). Luego para todo j € {1,...,n},
hgldz(xf,yf) < A(e). Esto a su vez implica que para todo j € {1,...,n}, {i € I | di(z", y¥) < A(e)} €

U. Luego tenemos que Z
{i €] di(a”, o™, (", ™) < AlO)} €U,

de donde se sigue que
{i € T di(filal”, o a™) filyl, ™) <y € UL

Finalmente, concluimos que

d ((H ﬁ) (@, o), <H ﬂ-) <<yf”,...,y£”>>U>) <e
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Ejercicio 9.2. Sea (M; | i € I) una familia de estructuras métricas. Sea U un ultrafiltro en I. Sea
M= (M; |i€ )y ysea p(x,...,x,) una L-férmula. Sean ay,...,a, € M. Si a, = (a¥ | i € Iy son
elementos de M para k =1, ...,n, entonces

(@1, mn) = M a0,

Definicién 9.3. Sea ¥ un conjunto de L-condiciones. Sea X" ={p <1/n|"p =0" € ¥, n > 1}.

Ejercicio 9.4. Sea T una L-teoria y C una clase de L-estructuras métricas tal que T es finitamente
satisfactible en C. Entonces T' es satisfactible en [[C la clase de todos los ultraproductos de familias en

C.

Definicién 9.5. El cardcter de densidad de un espacio topologico X es la cardinalidad minima de un
subconjunto denso de X.

Convencién. De ahora en adelante x > card(L).
El siguiente es la version continua del Teorema Descendente de Lowenheim-Skolem.

Teorema 9.6. (Teorema Descendente de Lowenhein-Skolem) Sea I una L-estructura métrica basada
en (M,d). Sea A C M con densidad(A) < k. Entonces existe Y C M tal que

1. =M
2. ACNCM
3. densidad(N) < K

10. Saturacion

Definicién 10.1. Sea I'(xy, ..., x,) una coleccién de L-condiciones y sea 9 una L-estructura métrica.
Decimos que I'(x1, ..., z,) es satisfactible en 9 si existen ay, ..., a,, € M tales que M |= I'(ayq, ..., a,).

Definicién 10.2. Sea 9 una L-estructura métrica. Decimos que M es k-saturada si siempre que A C M
es de densidad(A) < k y I'(x1, ..., z,) es un conjunto de L(A)-condiciones si I'(z1, ..., x,) es finitamente
satisfactible en (9M.a),ea, entonces I'(xy, ..., x,,) es satisfactible en (9M.a)qea.

Tal y como es el caso en el contexto de la logica clasica de primer orden, en la légica continua para
estructuras métricas se satisface la siguiente proposicion.

Proposiciéon 10.3. Sea M una L-estructura. Entonces M tiene una extension elemental N que es
Kk — saturada.

Definicién 10.4. Sea 9 una L-estructura. Decimos que 9 es fuertemente k-homogénea si cuando
L(C') es una extension de L con card(C) < ky f,g: C — M son tal que (M, f(¢))eccc = (M, g(¢))cecc

se tiene que
(O, f(€))ecc = (M, g(c))eec-

Una vez maés, no es dificil demostrar que en el caso de la légica continua para estructuras métricas
persiste la veracidad de la siguiente proposicion clasica.

Proposiciéon 10.5. Sea 9 una L-estructura. M tiene una extension elemental N que es k — saturada
tal que todo reducto de N a un sublenguaje de L es fuertemente k-homogénea.
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11. Espacio de tipos

Consideremos L un lenguaje fijo, 7" una L-teoria completa y 99 un modelo 7.
Notacién. 1. 9y := (M, a)eca

2. TA = ThL(A)(DﬁA)
Observacion. Si M4 = T4, entonces Ny = (N, a)qaeq para algin N =T

Definicién 11.1. Sean zy,...,x, € V (distintas). Un conjunto p de L(A)-condiciones cuyas variables
libres estan entre x1, ..., z,, es un n-tipo sobre A si existe un modelo (M, a),eca = Ta y existen eq, ..., e, €
M tal que p es el conjunto de las L(A)-condiciones E(z1, ..., z,) para las cuales M4 | Eleq, ..., €,].
En este caso escribimos p = tpon((e1, ..., €,)/A) v decimos que (eq, ..., €,) realiza a p en 9.

S(T4) = Su(A) :={p | p es un n — tipo sobreA}.
Observaciones. 1. tpgp((eq,...,e,)/A) = tpom((€], ..., €],)/A) si y sblo si

o Cp

(M, €1,y 6) = (My, €], ...,eN).

2. Si M <N, entonces tpon((e1, ..., e,)/A) = tpm((e1, ..., e,)/A); donde €4, ....,e, € My AC M .

12. La topologia légica

Definicién 12.1. Sea ¢(z1, ..., z,) una L-férmula. Sea ¢ > 0. Entonces
(o <€l ={q e S,(A)] existe 0 < <etal que "p < 0" € gq}.
Si p € S,(A), una base de vecindades abiertas de p consiste en [¢ < €] para "¢ =0 € p”; y para € > 0.
La siguiente proposicion ilustra la utilidad e importancia de la topologia légica.
Proposicion 12.2. S,,(T4) es compacto con respecto a la topologia légica.

Definicién 12.3. Definimos la d-métrica en S, (A) de la siguiente manera:
d(p7 q) = inf{lrgjég’(n dDﬁA(b]" Cj) | mA ): TA ) 9:nA ): p[bla ey bn] y mA ): Q[Cl, ey Cn]}

Proposicién 12.4. (S,,(A),d) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea (pg)g>1 una sucesion de Cauchy en (S,(A),d). Sin pérdida de generalidad sea
d(pry Prr1) < 2% para todo k > 1. Sea O un modelo w-saturado y fuertemente w-homogéneo de T\,
es decir M = (M, a)q,ea para algin modelo M = T'. Sea a € M™ una realizaciéon de py, entonces existe
b € M™ realizacién de py,1 tal que

- 1
d(a,b) = d(pe, pr+1) < ok
Inductivamente definimos una sucesién (Bk)kzl en M™ tal que
. 1
d(bk, b11) = d(pr, Pr1) < oF
para todo k. O
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13. Eliminacion de cuantificadores

Definicién 13.1. Decimos que ¢(z1, ..., z,) es aproximable en T por formulas libres de cuantificadores
si para todo € > 0 existe una férmula libre de cuantificadores ¥ (z1, ..., x,) tal que para todo M =T y
para todo aq, ...,a, € M se tiene que

|S09ﬁ<a1a EES) an) - szm(azl, ey an)| S €.

El siguiente criterio para eliminaciéon de cuantificadores es sumamente 1til en la practica. La de-
mostracion es una adaptacion cuidadosa de la demostracion clasica.

Proposicién 13.2. Sea T una L-teoria, los siguientes resultados se satisfacen:

1. T admite eliminacion de cuantificadores

2. Si M = T entonces toda inmersion de una subestructura de MM a N puede ser extendido a una
inmersion de una extension elemental de .

14. Estabilidad

Definicién 14.1. Decimos que una teoria 7" es A-estable con respecto a la métrica d si para todo M = T
y A C M con cardinalidad menor que A, el conjunto S;(A) tiene cardcter de densidad contenido en A
con respecto a la métrica d. Y decimos que T es estable si T' es A-estable para algin A infinito.

15. Estructuras métricas (varias suertes)

Definiciéon 15.1. Una estructura métrica en varias suertes consiste en:
i. (M@ d®)|seS) familia de espacios métricos completos

ii. Una familia de funciones F : M) x ... x M®n) — M (0) yniformemente continua con respecto a la
métrica canénica en F : M) x .. x M®») una familia de funciones P : M®1) x ... x M) — [0, N]
uniformemente continua.

Nota. Las operaciones cuyo dominio contiene inicamente de la tupla vacia son constantes.

Ejemplos. i. Sea (M,d) un espacio métrico completo y acotado con didmetro 1, entonces hay una
suerte en la estructura métrica, la suerte de M, y adicionalmente tenemos el predicado d.

ii. Sea (X, ||.||) un espacio de Banach, con suertes B,, := {z € X | ||z|| < n}, n € N, y equipado con:
(a) Elementos distinguidos O™ ¢ B,
(b) Operaciones
+™ . B, x B, — Bo,
-m.B B,
F By = B,
+™ " B, — [0, 2n]
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Definicién 15.2. El lenguaje L de una estructura métrica

M = (MDY eq, (@)iers (F))ser, (Ri)rex)

consiste en:

L.
ii.

1il.

1v.

V1.

vil.

Vviil.

1X.

Un indice de suertes no vacio S.
Simbolos de constante ¢; con aridad a(c;) = sg, para elementos distinguidos en M (50),

Simbolos de funcién f; con aridad a(f;) = (s1, ..., Sn, So), Para operaciones distinguidas Fj : M** x
o X M — M(50),

Simbolos de relacién Py con aridad a(Py) = (s1, ..., s,) y rango Ip, = [0, N] para P, : M* x ... X
M — [0, NJ.

Para cada s € S, una constante N, € N indicando una cota superior para el didmetro de d®).
Para cada simbolo de funcién f;, un médulo de continuidad uniforme A[f;].

Para cada simbolo de relacién Py con rango en [0,M], con un médulo de continuidad uniforme
A(Py].

Un conjunto infinito fijo V; de variables sorteadas.

Para cada s € S, un simbolo 16gico d® para la métrica de suerte s.

Ejemplo. El lenguaje de los reticulos de Banach:

1.
2.

3.

Una suerte s, corresponde a la bola cerrada B, de diametro n centrada en d, para cada n € N.
Simbolos de constante O,, con aridad «(O) = s,, para cada n € N.
Simbolos funcionales:

» Para cada mn € N con m < n, un simbolo I,,, con aridad a(l,,,) = (Sm, Sn), y médulo de
continuidad uniforme Al[l,,,](€) = e.

= \/,.\,, con aridad (s, sy, S2,) y médulo de continuidad uniforme A[\/, |(e) = A[A,,](€) = 5.

2

" +,, —, con aridad a(+,) = (Sn, Sn, S2n) ¥ @(—n) = (Sn, Sn) y médulo de continuidad uniforme
Al+)(e) = 5 v Al=al(e) = €

» Paran € Ny dado k < A <k + 1 para algiin £ € N, ), con aridad a(\,) = (Sn; Stkt1)n) ¥
AlN)(€) = +55

k+1°

= Para cada n € N un sfmbolo relacional ||.||™ con aridad (s,) y A[||.||[™](¢) = e.
= d™ : B, x B, — [0,2n] simbolo légico con d,(f,q) = ||f — g||.
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16. Axiomas para reticulos de Banach

Nota. Los axiomas ecuacionales de la forma VZ...(t = s), donde t y s on términos y T es una n-tupla que
contiene todas las variables libres que aparecen en t o s, en logica continua se expresan de la siguiente
forma: sup,d(t,s) =0

Notacién. ||z||, denota al término (x V,, O,) +o, ((—1),x V,, O,)
1. Para cada m,n,p € N con m < n < p el axioma

Supxd(p) (Im,p<x)> In,p(Im,n(x))) =0

(donde x es una variable de suerte m), que garantiza una compatibilidad fundamental entre las
funciones inclusion I,,, .

2. Para cada m,n € N con m < n, el axioma

d™ (0™, I,,,,(00™)) = 0,

3. Para cada m,n € N con m < n, el axioma
sup,, ‘ d(m)(a:, 0(’")) - d(”)(Imvn(x), O(”)) ‘: 0
(donde z es una variable de suerte m).
4. Para cada m,n € N con m < n, el axioma
sup,sup, [d" (2, y) — d" (L (@), Lna(y)] = 0
(donde x and y son variables de suerte m).

5. Para cada m,n € N con m < n, el axioma

SUp, d(n)([m,n(_mx)a Fn(=1)alma(2))) =0
(donde x es una variable de suerte m).

6. Para cada A con £ —1 < A < k para algin k£ > 1, y para cada m,n € N con m < n, el axioma
sup, A% (L inAm®); A In () = 0
(donde z es una variable de suerte m).

7. Para cada m,n € N con m < n, el axioma

Sup,sup, d(2n)(Im,n(x) +n Im,n(x)v ]2m,2n(x +m y)) =0

(donde x and y son variables de suerte m).
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10.

11.

12.

Para cada m,n € N con m < n, el axioma

sup,sup,, d(%)(lm’n(a:) Voo Lnn (@), Tom o0 (2 Vi y)) = 0
(donde x and y son variables de suerte m).
Para cada m,n € N con m < n, el axioma

sup,sup, d(zn)(]mm(x) A Lo (), Lo on (€ A y)) =0
(donde x and y son variables de suerte m).

Axiomas de espacios vectoriales: Para una lista completa de axiomas para espacios vectoriales
se dirige al lector a [3, pag. 49]. Todos los aximoas de primer orden de espacios vectoriales son
axiomas ecuacionales’.

Axiomas de reticulos vectoriales: De nuevo, los axiomas de primer orden de reticulos vectoriales
son axiomas ecuacionales. He aqui una lista exhaustiva:

a) e AN(yANz)=(xAy)A z;

b) xV(yVz)=(xVy)Vz

c) tANy=yAux;

d) zVy=yVuz;

e) x Az =ux;

f) zVr=uz

9) (@Ay)Vz=(xV2)A(yV2)

h) (xVy)ANz=(xAz)V(yAz);

i) (xAy)Vy=y;

7) (@Ay)+z=((zAy)+2) Ay +2);
k) (AMz Ay) Az = Az Ay)) para cada A > 0.

Como cada uno de estos axiomas es un axioma ecuacional, es facil expresarlos en la logica continua
para estructuras métricas.

Axiomas que garantizan que || - || es la restriccién de una seminorma a la suerte B,, compatible
con las operaciones +,, —,, yu A, para toda A € R. Nétese que no se puede expresar, en la légica
continua, la implicacién [|z|| = 0 = & = 0. Sin embargo, la condicién ||z|| = d(z,0), junto con
el requerimiento metaldgico de que that d sea una métrica, garantiza que la seminorma || - || es en
efecto una norma.

LA manera de ilustracién, considérese el axioma

VaVy x4+y=y+x.

En la I6gica continua, este axioma se lo puede expresar por medio de una familia infinita de axiomas

sup,sup,, d® (2 4, Y,y +nx) =0

indizada por n € N.
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13. Para cada m € N, los axiomas
sup,sup,, !d(m)(x,y) — |z —m yH(Qm)‘ =0
(donde z and y son variables de suerte m).

14. Para cada n € N, los axiomas

sup, | [[la]a]|“" = || |= 0

supgsupy | min([[[#fn Aaa [yl 2™ = ll]n Agn [ylal* |= 0

(donde x and y son variables de suerte n). La coleccién de todos estos axiomas (para n € N)
garantiza que || - || es una norma compatible con la estructura reticular.

17. Reticulos de Banach L,

Definicién 17.1. Sea () un conjunto, ¥ una o-dlgebra de subconjuntos de €2 y u una medida o-aditiva
en X, sea p € [1,00), definimos

L@, = {1711 7 = R medible con 1] = ( [ |fw)paun))” < oo}

donde [f] = [g] <=, ({w € Q[ f(w) # g(w)}) = 0.

Nota. Consideremos a L,(§2, X, 1) como un reticulo de Banach sobre R de la forma usual, en particular,
las operaciones de reticulo A, V estan dados por el maximo y minimo punto a punto.

Consideremos estructuras de la forma

((Bn | n Z 1)7 On, {Imn}m<n7 {/\n}nzl,/\EQ‘H +n7 —n /\'m \/n7 ||||n)

donde B,, = B, (L,(Q, 2, 1) ={f € L,(0Z,0) | IfIl <n}y Lnn : By — B, es la funcién inclusién
para m < n.

» La métrica en B,, estd dada por d(f,g) = ||f — 9|lm
» El didmetro de B,, es 2n y los valores del predicado || - ||, en B, estan en [0, n].

» Las operaciones +,, —y, An, V,, definidas en By, y dominio en B,, para A\, € Rcon k—1 < |\,| < k,
donde k > 1, la operacion A, : B,, — Bgy,.

= Los modulos de continuidad uniforme para la norma y las funciones inlusién I,,, estan dadas por
Ae) = e

» Los médulos de continuidad uniforme para +,, —,, A, V,, estan dados por A‘(e) =

NI

= Para k — 1 < |\,| <k donde k > 1 el médulo de continuidad uniforme estd dado Ay(e) = 1.
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Los axiomas para la teoria de los reticulos de Banach L, consisten en una lista (infinita) de L-
ecuaciones que expresan los siguientes enunciados.

Ll vyllP < flzflP + lyllP < llz + yll?
2 el v Iyl < M7+ Myl < =] + fyll?

Notese que los enunciados arriba descritos no estan estrictamente descritos en el lenguaje apropiado.
Como ejercicio al lector, sugerimos escribir la coleccién de axiomas que expresa dichos enunciados.

18. Analisis y probabilidades

Definicién 18.1. Un espacio de medida (€2, X, u) es estrictamente localizable si existe una particién
{Q | i € I} C X de Q tal que p(€2;) < oo para todo i € I y tal que para todo A C Q se tiene lo
siguiente:

(i) AecXsiysolosi AN, € ¥ paratodoi € [y

(ii) Si A € X, entonces u(A) = > u(ANQ,) =sup{d>, w(ANQ;) | F C Iy F es finito}

iel i€l

Convencién. Todos los espacios de medida son estrictamente localizables. Dicha convencién es justifi-
cada por el hecho de que si se tiene L, (€2, ¥, 11), entonces existe (£, %', i') estrictamente localizable tal
que L,(Q, %, u) = L,(Y, 3, 1).

Teorema 18.2 (Teorema de Representacién de Reticulos L, Abstractos). Sea X un reticulo de Banach
yp € [1,00). Supongamos que para todo x,y se satisface lo siguiente:

el ATyl < [P+ [y l[lI” < (2| + [yl
X con esta propiedad se dice es un reticulo L, abstracto. X es isdmetricamente isomorfo a L,(€2, X, u1)
para algin (0,3, 1) estrictamente localizable.
19. Teoria de modelos de los reticulos de Banach L,
» Axiomas: Axiomas de reticulos de Banach.

Il ATyl < Al 17+ Myl < [lle] + lyll”

Proposicién 19.1. (Aziomatizabilidad) Si L, denota la teoria de los reticulos de Banach mas el anterior
arioma, entonces

M k= L, siy solo si existe (2,2, 1) espacio de medida tal que MM = L,(2, 3, ).

Definicién 19.2. Sea (€2, %, ku) un espacio de medida. Un conjunto S € ¥ es un dtomo si u(S) >0y
no existe ' C S, "€ ¥y 0 < u(S") < u(S).
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El siguiente axioma adicional dice que no hay dtomos:
sup(fuf (méx(|ly| = o™ = ylll, Iy A @ = »)l) =

Definicién 19.3. Siz € X (reticulo de Banach), una componente de z es y € X tal que |y|A|lx—y| = 0.

Sean
Cp = {X | X es un reticulo de Banach y existe (2, %, 1) tal que X = L,(Q, %, 1)}

AC, :={X | X € C, tal que X no tiene dtomos}
Proposicién 19.4. » AC, admite eliminacion de cuantificadores.

» AC, es w-estable.

20. Reticulos de Orlicz

Definicién 20.1. Sea E un reticulo de Banachy © : E — [0, 00). Se dice que © es un funcional modular

convexo Sl

M1) O(f) =0siysdlosi f=0

(af + (—a)g) < aB(f) + (—a)O(9g)
| f] A lgl = 0 entonces O(f + g) = O(f) + O(g)

(M1)

(M2) |f] < |g| entonces ©(f) < O(g)
(CM)

(DA)

Para todo f,g € E,a € [0, 1].

Lema 20.2. Para todo f,g € E,a € (0,1],
a 2
o) <6l + 5 (s +0 (27 -0)).
Demostracion. Noétese que

@<f>=@<<<1—a>g>+§<2g+ (f = 9))

1,2

<(1-a)O(g) + a@(§(2g) + §(a(f -9)))

(9(29) +6 (g(f - g))) -

Nota. En consecuencia |O(f) — O(g)| < (méx(0(2f),0(29)) + O(2(f — 9)))-

< (1-a)O(g) +

N

Proposicién 20.3. t — O(tf) : R — [0,00) es continua para toda f € E.
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Definicién 20.4. | f|le := inf{t € (0,00)|0() < 1}

Definicién 20.5. Sea (E, || - ||) un reticulo de Orlicz. Si © es un modular convexo en E, decimos que
(E,©) es un reticulo modulado de Banach si © induce la norma || - || en E, es decir si

Jall = in{e > 0/0(=) < 1}

para todo x € E. Si X es completo, (X, 0) es un reticulo de Orlicz.
Ejemplos. » En l6gica de primer orden para todo xO(z) < A(e), entonces ||z|| < e.
» En légica continua (sup, min(A(e)—O(z), ||z]|—¢€)) =0

w p(t) = |tP; () = aft]P + (1 — ) |t]? con o € [0,1]. L,(2, 3, p) := {f|fes¥ — medible y O(f) :=
fQ o(f(w))du(w) < oo}. Este es un espacio de Orlicz.

Observaciones. » Para k > 2 el modular convexo © en E satisface la condicién A% si ©(2f) <
kO(f) para todo f € E. Si O satisface la condicién A% para algin k > 2, decimos que © satisface
la condicion A,

» Sean>1ysea B, ={feE||f| <n}. Seae> 0 para cualquier g € B,, tenemos que

O(g) = @(%) < k[lgz(n)Hl@(%) < lel+1

Escéjase a € (0, 1) lo suficientemente pequeno para que

 ligm] +1) < ¢

Sea A" (€) = a. Entonces || f — gllo < A™(¢), y luego

akle®I+l g f g

+ —O(——) <e

() - 09 < “— + Tor

y A} 1 (0,1] — (0,1] es un médulo de continuidad uniforme para © en B,,.

Lo anterior demuestra que si L™¢ = L U {O" | n > 1} entonces los reticulos de Orlicz son
L4 estructutras.

21. Axiomas para reticulos de Orlicz con la condicién A}

» Axiomas de Reticulos de Banach.

» Axiomas que capturen las condiciones (M1), (M2), (CM), y (DA) (ver definicién de un modular
convexo)

Ejemplo. = Para todo 20" (z) < A,(gn)(e), entonces [|z]|™ < e.
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= (sup, min(A" (€)=0™(z), ||| ™€) = 0.

Definicién 21.1. Sea (€2, 3, 1) un espacio de medida. Una funcién ¢ : [0,00) — [0, 00) es una funcion
de Orlicz si p(0) = 0,(1) = 1y ¢ es convexa y continua. Dado k& > 2, si p(2t) < ke(2t) para todo
t € [0,00), decimos que ¢ satisface la condicién Af.

Definicién 21.2. Sea (€2, %, 1) un espacio de medida. Una funcién de Musielar-Orlicz en (€2, 3, ) es
una funcién ¢ : [0,00) x 2 — [0, 00) tal que

(i) ¥(t,-) es medible en ¥ para todo t.
(ii) ¢(-,w) es una funcién de Orlicz para todo w € .
Definase, adicionalmente, los siguientes objetos:
= U(f) = Jo U(If ()|, w)dpu(w)
= [ fllv = mf{e € [0,00) | ¥({) <1}

w Lg(,5, ) :={f € Lo(0, 2, ) | | fllw < oo} Ly(2, X, ) equipado con la estructura de reticulo
es un reticulo de Banach modulado con médulo W, es decir es un reticulo de Orlicz.

Nota. k > 2 fijo. Todos los espacios de Musielar-Orlicz satisfacen en adelante la condicién A,
Ejemplos. 1. ¥(t,w) := |t|’ para todo ¢ y todo w con p > 1
2. P(t,w) := ¢(t) para todo t y todo w, donde ¢ es una funcién de Orlicz.

3. Y(t,w) == altfPxa(w) + Blt|Ixac(w) a+ B =1y para todo «, 3 € [0, 1]

4. P(t,w) := > alt[Pixa, (w), donde >  a; =1; p; > 1 paratodoiy |J A; =Q

i=1 =1 =1

5. Y(t,w) == > aultlPrxa,(w),donde > a,=1;p, >1y U A, =Q
n=1

neN neN

6. ¥(t,w) := [t/ donde p(-) : Q — [0, 00) satisface inf{p(w) | w € Q} > 1y sup{p(w) | w € Q} <
B <o

En el caso [(vi)] decimos que Ly es un espacio de Nakano, y escribimos L, en lugar de Ly.
Definicién 21.3. El rango esencial de un espacio de Nakano con exponente aleatorio p(-) esta dado por
Ry :={p € [1,00) | para todoe > Ou({w € Q| p(w) € (p —€,p+¢€)}) > 0}

Nota. El rango esencial de un espacio de Nakano es invariante bajo isometria.
Para un subconjunto compacto (es decir, cerrado y acotado) K de R, definase
N = {L,)(Q,%, p) | rango esencial de p(-) = K}.

Concluimos estas notas enunciando dos resultados recientes sobre algunas de las clases arriba de-
scritas.

27



» Nk es axiomatizable en la légica continua para estructuras métricas. (Es interesante notar aqui que
la demostracion original de este resultado es indirecta: se demostrd que la clase es cerrada bajo
isometria, ultraproductos y ultrarraices. Mas adelante, se ha logrado encontrar una lista exhaustiva
de los axiomas de dicha clase.)

» Si se admiten simbolos unarios de relacién cuyas interpretaciones son restricciones (a las suertes
candnicas) del modular ©,.), entonces la clase AN i admite eliminacién de cuantificadores y es
estable.
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